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Algoritmos
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Multiplicacion de Matrices

C11 C12 .
C21 C22

Algoritmo estandar

8 multiplicaciones
de dos escalares

C11 = hl -|—h3
ci2 = ha + hy
co1 = hs + hy

co2 = hg + hg

a2\ bi1 bi2
a2 ba1  bao

Algoritmo de Strassen

7 multiplicaciones
de dos escalares

c11 =h1+ hs — hs + hy
ci2 = h3 + hs
co1 = ha + hy
ca2 = h1 — ha + h3 + hg
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Multiplicacion de Matrices: Recursividad

Ciu| Ci2 \ _
N XN (021 022>‘<

8 multiplicaciones
de dos matrices

Algoritmo estandar

Hy = A1 By
Hy = Ay1 Byo
Hs = Aj3 By
Hy = A1z By
Hs = As1 Biy
Hg = As1 Bio
H7 = Ayy By
Hg = Ay B
Ci1 = Hy + H3
Ci2=Hy+ Hy
Co1 = Hs + Hy

Coy = Hg + Hyg

Ay
A

Aqo y B11 | By
Ao Bo1 | Ba
Algoritmo de Strassen

Hy = (A11 + Az2) (B11 + Ba2)

Hy = (A21 + Ag2) Bya

H3 = Aq1 (B2 — Ba2)

Hy = Aso (_Bll + le) 7 multiplicaciones
Hs = (A11 + A12) Bao de dos matrices
Hg = (—A11 + A21) (B11 + Bi2)

Hy; = (A12 — Agz) (B21 + Ba2)

Cun1=H,+Hy— Hs+ Hy
Ci2 = H3 + Hs
Co1 = Hy+ Hy
Co2 = Hy — Hy + H3 + Hg
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2 x 2 7 O(N™&:7) ~ O(N?-81)
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2 X 2 7 O(N©&27) ~ O(N?81)

3x3
Problemas 4 x 4

abiertos




Multiplicacion de Matrices: Complejidad Computacional

tamano (n X n) #multiplicaciones  complejidad (N x N)
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Multiplicacion de Matrices: Complejidad Computacional

tamano (n X n) #multiplicaciones  complejidad (N x N)

2% 92 7 O(Nlog2 7) ~ 0(N2'81)
3x3 23 O(N'08s23) ~x O(N2-85)
Problemas 4 x4 48 O(N°8:48)  O(N27)

abiertos ) ' \

Descubrir nuevos algoritmos es una tarea compleja

descubierto por AlphaEvolve
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Resultados de AlphaTensor

Tamano Mejor método Mejor  AlphaTensor
(n,m,p) conocido #mult Modular Estdndar
(2; 2,2) (Strassen, 1969) 7 7 7
(393, 3) (Laderman, 1976) 23 23 23
(47 4 4) (Strassen, 1969) 49 47 49
(2,2,2) ® (2,2,2)

(535,5) (3,5,5) +(2,5,5) 98 96 98
(2:2.3) (2,2,2) + (2,2,1) 11 11 11
(2,2,4) (2,2,2) + (2,2,2) 14 14 14
(2,2,5) (2,2,2) + (2,2,3) 18 18 18
(2,3,3)  (Hopcroft and Kerr, 1971) 15 15 15
(2,3,4)  (Hopcroft and Kerr, 1971) 20 20 20
(2,3,5)  (Hopcroft and Kerr, 1971) 25 25 25
(2,4,4) (Hopcroft and Kerr, 1971) 26 26 26
(2,4,5)  (Hopcroft and Kerr, 1971) 33 33 33
(2,5,5) (Hopcroft and Kerr, 1971) 40 40 40
(3,3,4) (Smirnov, 2013) 29 29 29
(3,3,5) (Smirnov, 2013) 36 36 36
(3,4,4) (Smirnov, 2013) 38 38 38
(3,4,5) (Smirnov, 2013) 48 47 47
(3,5,5) (Sedoglavic and Smirnov, 2021) 58 58 58
(4,4,5) (4,4,2) + (4,4,3) 64 63 63

(4,5,5) (2,5,5) ® (2,1,1) 80 76 76
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(2,2,2) ® (2,2,2)
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Algoritmo Descubierto por AlphaTensor

big bi2 biz bia by

5
a1 a2 a13 0A14 Q15 /
bo1 bao baz bas bojs
Gz2,1 G22 G23 0G24 Q25
bs1 b3z b33z b3s b3s
az;1 a32 a33 az4 Aazs
bg1 baz baz baa bas
ag1 Q42 Q43 Q44 Q45
bs1 bs2 bs3 bsa bss



Algoritmo Descubierto por AlphaTensor
bl,l b1,2 b1,3 b1,4 b

1.5
a1 a2 @13 Q14 Q15 Ci1 €2 C13 Ci4 C15
< / [
az1 Q22 G23 0G24 Q25 gii Zzz Zi; zzj sz _| €1 c22 c23 C24 C25
as1 az2 33 0G34 Aass b4,1 b4’2 b4’3 b4‘4 b4“: €31 €C32 €33 C34 C35
ag,1 Q42 Q43 Q44 Q45 b ' b i b ) b ; b o C41 C42 C43 C44 C45
57 | 5,2 5,3 5,4 5,5
hi1 = asz2 (—b21 — ba2s — b3,1) hs1 = az,2 (b2a + b2,2 — bs,1)
hz—((l))-l-(l)r,—(l; )( bos — bol) ’7.522(11_3(1)&,1+b2'1+l)2.3) )
hs = (—as,1 —as + as2) (=bi,1 + bas) hs3 = —a1,2 (—b2,1 + b2,4 + ba
ha = (a1,2 + a1,4 + az.a) (=ba2,5 — ba,1) hsa = (@12 + a1,4 — a2 —azs —az s +azs — 42 + 4.3 — Qa4 — a4,5) baz
hs = (a1,5 + az2 +az;5) (— b04+b01) hss = (a1,4 — aa.4) (—b2,3 + bs,1 + b33 — bs.a + baz — baa)
he = (—a2,2 — az 5 — aa5) (b2,3 + bs,1) hse = (a1,1 —a1,5 —as,1 + as5) (a1 + b33 —bsa+ bs1 + bs3 — bs4)
117—( ar + as — aa2) (b + b2,4) 257 E aszy —aq,1) (— bl..’;_bl,:'))(_bb2,5_1;)5.l_[;)5.3)_175,5)
= (a32 —ass —as3) (—b23 + bs1) 58 = (—a1,4 —a1,5 —asa —as 5,1 + 05,4 —
h‘)—(_”l’_”ll+”ll)(b>3+b|1) hsg = (—a3,3 + aza — as,3 + as,4) (ba,1 + ba,3 + ba,5 + bs,1 + bs,3 + bs,5)
hio = (az22 + a2;5) bs1 heo = (az,5 + aa,5) (b2,3 — bz — bz,2 — b33 — bs,2 — bs,3)
hi1 = (—a2,1 — as1 + as,2) (=bi,1 + b22) he1 = (ar1,4 +az4) (br,y —bra+bis —bas —bsa+bss—bsy+bsa—bss)
hi2 = (as,1 — as2) b1y he2 = (az.1 +aq,1) (bi2 +bi3+bao —bay —bao —ba3z)
hiz = (a1,2 + a1,4 + az2,4) (b2,2 + ba,1) hez = (—as,3 — aq,3) (—b2,3 — b3 3 — bz,5s — ba,1 — ba,z — ba,s)
hia = (a1,3 — az2 + as3) (ba,a + bs1) hea = (a1,1 —a1,3 —a1,a +as1 —asz sz —asa) (b, — bra + bis)
his = (—a1,2 — a1,4) ba hes = (—a1,1 + as,1) (—b1,3 +b1,a +baa —bs1 —bs 3+ bs4)
hie = (—as,2 + asz3) bz hes = (a1,1 —a12+a13 — a5 —az2 —ass —az2 + a3z — aa,1 +aq,2) bag
h,17 = ((ll.-_g +a14—a21+a22—a23+a24 —a32+az3—asq + (I|_-_3)b2,2 h(h (U’ 5 — a3,5 )(bl ‘| +b1 2 +bl !~ T bl b bl s b4 g b4.a +ba‘2 +ba..))
his = az,1 (b1,1 + b1,2 + bs,2) hes = (a1,1 +a13 —a1,4a —a15 —as1 — as3 + asq4 + ass) (—bs1 — b3z + b3 a)
hig = —az,3 (bs,1 + bs2 + bs2) heo = (—a1,3 + a1,4 —az,3 + az4) (—b2,a — ba,1 — bz 2 + bz a — bs 2 + bs.4)
hao = (—a1,5 + a2y + a23 —az5) (—b1,1 — bi2 + b1,a — bs2) h7o = (a2,3 — az5 + as,3 — as,5) (—bs,1 — bz,2 — b3 3)
h21 = (az,1 + az3 — a25) bs 2 h71 = (—a31 +a33 —azs+aszs —as1 + 043 —agq+ass) (—bs1 — bs,z — bs5)
has = (a1,3 — a1 —az,4) (b1,1 +bi2 —bia —ba1 — bz 2+ bsa + baa) h7o = (—a2,1 — az,4 — as,1 — aq,q) (ba,1 + ba2 + basz)
hos = a1,3 (—b3,1 + b3,a + ba,a) h7s = (a1,3 —a14 —a15+az3 —aza —azs) (bin +bi2 —bia+ba+bs2—bsa)
h2a = a1,5 (—ba,a — bs,1 + bs,4) h7a = (a2,1 —az3 + asa — a1 + asz —asa) (ba,g + ba2 + bas)
has = —ai.1 (b1,1 — b1.4) h7s = —(a12+ a14 —az2 —az25 —azy +as2 +asa + azs — g1 + as2) bas
hos = (—ai1,3+aia+ais)baa h76 = (a1,3 + as,3) (—b1,1 +bra — b5 + baa + b3 g — bss5)
hor = (”1 3 — (,‘ 1 +az3) (b1 — bl 1+bis+bss) c1,1 = —hio + hi2 + hia — his — hie + hsz + hs — hes — b7
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Algoritmo Descubierto por AlphaTensor
bl,l b1,2 b1,3 b1,4 b

1,5
a1 a2 a13 414 Q15 Cia1 Ci2 €13 Ci4a4 C15
boi boo baz bas bos ) ¢ :
G21 Q22 Aa23 G224 Q25 C21 C22 C23 C24 C25
bs1 b3a b3z b3sa b3s| =] , ,
as1 asz2 a33 G34 Qa3 C31 C32 €33 C34 C35
by1 bao baz by bas . : 4 ; :
4,1 Q42 Q43 Q44 Q45 b b b b b C41 C42 C43 C44 C45
5,1 52 053 054 055
hi1 = a3z (—b241 —bas — bs.l) hs1 = az2 (b'z.l + b2 — b5.])
ha = (az,2 + as5 —ass) (—bas — bs,1) hso = as2 (b1, + b2,1 + b2,3)
hs = (—as,1 —as + as2) (=bi,1 + bas) hss = —a1,2 (—ba1 + baa + ba1)
ha = (a1,2 + a1,4 + az.a) (=ba2,5 — ba,1) hsa = (@12 + a1,4 — a2 —azs —az s +azs — 42 + 4.3 — Qa4 — a4,5) baz

hs = (a1,5 + a2+ azs) (— b04+b01) hsa (a1,4 — aa,4) (—b2,3 + bs,1 + ba,z — bza + baz — ba,a)
he = (—az2,2 —ass — as5) (ba,s + bs,1) hse = (a1,1 —a1,5 —as,1 + as5) (a1 + b33 —bsa+ bs1 + bs3 — bs4)
a1, +as —as2) (big + b2,4) hsr = (—a3,1 — aq,1) (—b1,3 — b1,5s — bas — bs,1 — bs,3 — bs5)
hss = (—
5 (=

&

117 —(

= (a32 —ass —as3) (—b23 + bs1) s =(—a1,4—a15 —asa—azs)(=bs1+bsa—bss)
h‘)—(_”l’_”ll+”ll)(b)3+b|1) 0= (—a33+azs —as3 + asq) (ba,1 +ba3z + bas +bs,1 + bs3 + bs,5)
hio = (az22 + a2;5) bs1 60 = (a2,5 + aa5) (b2,3 — bs,1 — bz 2 — b33 — bs 2 — bs,3)
hi1 = (—a2,1 — as1 + as,2) (=bi,1 + b22) ’Lo (a1,4 +aza)(br1 —bra+bis —bas —basa+bss—bsy+bsa—bss)
hiz = (a1,1 — a1,2) b1y he2 = (az.1 + aa,1) (br,2 + b1,3 + ba,2 — ba,y — ba,2 — ba3)
hiz = (a12 4+ a4 + az,4) (b2,2 + ba,1) hez = (—a3,3 — aa,3) (—b2,3 — b33 — b3;5 — ba,1 — ba,3 — bas)
hia = (a1,3 — az2 + as3) (ba,a + bs1) hea = (a1,1 —a1,3 —a1,a +as1 —asz sz —asa) (b, — bra + bis)
his = (—a1,2 — a1,4) ba hes = (—a1,1 + as,1) (—b1,3 +b1,a +baa —bs1 —bs 3+ bs4)
}1,1(; = (—(I;;_-_) +(l;;_3)1)3_] ’L(,(, = ((11 1—ai12+a13—ais5—a22—azs—asz2+a33 —as,1 + a4, ))1)24
h,17 = ((ll.-_g +a14—a21+a22—a23+ 024 —a32+a33—as1 +a |_-_3)b2,2 h(h — (U 2,5 — A3,5 )(bl 1 bl g bl !~ T bl b bl s b4 g b4.a + ba‘2 + ba..))
his = az,1 (b1,1 + b1,2 + bs,2) hes = (a1,1 +a1,3 —a14 —a1,5 — a1 — @43 + aaq4 + aa5) (—bz 1 — b33 + b3 4)
hig = —az,3 (bs,1 + bs2 + bs2) heo = (—a1,3 + a1,4 —az,3 + az4) (—b2,a — ba,1 — bz 2 + bz a — bs 2 + bs.4)
hao = (—a1,5 + a2y + a23 —az5) (—b1,1 — bi2 + b1,a — bs2) h7o = (a2,3 — az,5 + as,3 — aa5) (—bs,1 — bz 2 — b3 3)
h21 = (az,1 + az3 — a25) bs 2 h71 = (—as,1 +a33 —az s +a3s —as1 + as3 —asa + ass) (—bs,1 — bsz — bs5)
has = (a1,3 — a1 —az,4) (b1,1 +bi2 —bia —ba1 — bz 2+ bsa + baa) h7o = (—a2,1 — az,4 — as,1 — aq,q) (ba,1 + ba2 + basz)
has = a1,3(—bs,1 + bz + baa) h7s = (a1,3 —a14 —a15+az3 —aza —azs) (bi,n +bia —bia+baa +bs2 —bsa)
h2a = a1,5 (—ba,a — bs,1 + bs,4) h7a = (a2,1 —az3 + asa — a1 + asz —asa) (ba,g + ba2 + bas)
hos = —ai.1 (b1,1 — b1.4) =—(a12+a14—az2—az5—aszy +as2 +as4+azs — as1 + as2) bas
hos = (—ai1,3+aia+ais)baa (a1,3+as3)(=bi1 +bra —bis+baa+bsa—bss)
h27:(r11 ,—u;l + as, ;)(b“—bu-{»bl + b3,5) & = —hio + hi2 + hia — his — hie + hs3 + hs — hes — b7
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Algoritmo de Strassen Paso a Paso

C11 Ci12 . aix a2 % bi1  bi2
C21 C22 az1 a22 ba1  bao

h1 = (a11 + a22) (b11 + b22)
he = (a21 + a22) b11

hs = a11 (bi2 — b22)

ha = ag2 (—b11 + b21)

hs = (a11 + a12) ba2

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)
h7 = (a12 — a22) (b21 + b22)

ci1 =h1+hs — hs + hr
ci2 = h3 + hs
co1 = ho + hy
co2 = h1 — ha + h3 + he



Algoritmo de Strassen Paso a Paso

C11 Ci12 . aix a2 % bi1  bi2
C21 C22 az1 a22 ba1  bao

hi = (a11 + a22) (b11 + b22)
he = (a21 + a22) b11

hs = a11 (bi2 — b22)

ha = ag2 (—b11 + b21)

hs = (a11 + a12) ba2

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)
h7 = (a12 — a22) (b21 + b22)

ci1 = h1+ hs — hs + hr
ci2 = h3 + hs
co1 = ho + hy
co2 = h1 — ho + h3 + he



Algoritmo de Strassen Paso a Paso

(011 012)_(a11 012)X<511 bm)

C21 (€22 a21 Qa22 ba1  ba2

h1 = (@11 + a22) (b11 + b22) (1-a11 +/0-ai2 +0-a21 +1+a22) (1:b11 + 0-b1a + 0-bay + 1:b2o)
he = (a21 + a22) b11

hs = a11 (bi2 — b22)

ha = ag2 (—b11 + b21)

hs = (a11 + a12) ba2

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)

h7 = (a12 — a22) (b21 + b22)

ci1 = h1+ hs — hs + hr
ci2 = h3 + hs
co1 = ho + hy
co2 = h1 — ho + h3 + he



Algoritmo de Strassen Paso a Paso

(011 012)_(a11 012)X<511 bm)

C21 (€22 a21 Qa22 ba1  ba2

h1 = (@11 + a22) (b11 + b22) (1-a11 +/0-ai2 +0-a21 +1+a22) (1:b11 + 0-b1a + 0-bay + 1:b2o)
he = (a21 + a22) b11

hs = a11 (bi2 — b22)

ha = ag2 (—b11 + b21)

hs = (a11 + a12) ba2

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)

h7 = (a12 — a22) (b21 + b22)

ci1 = h1+ hs — hs + hr
ci2 = h3 + hs
co1 = ho + hy
co2 = h1 — ho + h3 + he



Algoritmo de Strassen Paso a Paso

C11 Ci12 . aix a2 % bi1  bi2
C21 C22 az1 a22 ba1  bao

h1 = (a11 + a22) (b11 + b22) g'l ~a11 + 0-a12 + 0-a21 + 1 -a2zg 51 b11 + O-b12 + 0-b21 + 1-b22
ho = (a,21 + a,22) b11 0:-a11 +0:a12 +1:a21 +1:a22)(1:b11 + O:b12 + O:-boy + O: bos
hs = a11 (bi2 — b22)

ha = ag2 (—b11 + b21)

hs = (a11 + ai2) ba2

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)

h7 = (a12 — a22) (b21 + b22)

ci1 =h1+hs — hs + hr 1T 0
ci2 = hz + hs O O
co1 = hg + hy 0O 1
co2 = h1 — hg + h3 + he 1 B



Algoritmo de Strassen Paso a Paso

C11 Ci12 . aix a2 % bi1  bi2
C21 C22 az1 a22 ba1  bao

h1 = (a11 + a22) (b11 + b22) g'| -a11 + 0-a12 + 0-a21 +1 -amg 51 b11 + 0-b12 + 0-b21 + 1 ba2
ho = (a21 + a22) b11 0-a11 +0-a12+1-a21 +1-a22)(1:b11 + O-b12 + O-ba1 + O- ba2

hs = a1 (b12 — ba) .
ha = a2z (—b11 + b21) .
hs = (a11 + ai2) ba2 .

he = (—a11 + a21) (b11 + b12)
h7 = (@12 — a22) (b21 + b22) (0:a11 +1-a12 + 0 a1 +azn) (0:b11 + 0-b1a + 1:bay + 1:b2)

c11 = h1+ hg — hs + by 1 0] 1
ci2 = h3 + hs O O . . . o)
co1 = ho + hy 0 1 0
co2 = h1 — ha + h3 + he 1 -1 0



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:

St:

a11b11 + a12b9y
a21b11 + a2by

a11b12 + a12b9
a21b12 + a22by



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:

a11b11 + a19bs1  aq11b12 + a12ba
a21b11 + a2ba1  a21b12 4 agebay

St:

B 10 01 'O 0

@11 Q12021 @22 biy b12 o1 baa C11C12 C21 C22



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:

St:

10 0 1

Str1 =5t —

a11b11 + a12b9y
a21b11 + a2by

a11b12 + a12b9
a21b12 + a22by

17001 10 0 1

@11 Q12021 @22 biy b12 o1 baa C11C12 C21 C22

(@11 + a22)(b11 + ba2)
0

0
(@11 + agz)(bi1 + b22)



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:

a11b11 + a19bs1  aq11b12 + a12ba
a21b11 + a2ba1  a21b12 4 agebay

St:

B 10 01 'O 0

@11 Q12021 @22 biy b12 o1 baa C11C12 C21 C22

6. =g _ (@11 + a22)(b11 + ba2) 0
t+1 = St 0 (a11 + a22)(b11 + b22)

—aq1byg + a19b21 — ag2b11 — @by a11b12 + a12by
a1b11 + azaba —a11b11 — a11b22 + a21b12 — @by



TensorGame

Estado:

Jugada:

Actualizacién de estado:

Repetir hasta alcanzar la
matriz cero:

a11b11 + a12ba;  ag1bin + @by e.->
a21b11 + agbar a1 bia + axnban P

St:

B 10 01 'O 0

@11 Q12021 @22 biy b12 o1 baa C11C12 C21 C22

6. =g _ (@11 + a22)(b11 + ba2) 0
t+1 = St 0 (a11 + a22)(b11 + b22)

—aq1byg + a19b21 — ag2b11 — @by a11b12 + a12by
a1b11 + azaba —a11b11 — a11b22 + a21b12 — @by



TensorGame

El juego acaba en el paso t si se ha
alcanzado el estado cero (S, = 0)

Por construccion, la secuencia de
jugadas describe un algoritmo valido

Puntuacion: -1 por cada jugada

alta puntuacion < pocas jugadas
algoritmo eficiente

Idea: Usar aprendizaje por refuerzo
para entrenar a un agente que aprenda
a jugar a TensorGame
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Dificultades de TensorGame

2x2

Namero de jugadas 108

4x4

1033

ESEEEEEEEE

362



AlphaTensor

Change of basis

v‘*

B4

@% Acting ]

/ . I \ Played game
1 1 1 2 2 2 3 3 3
(u®, vV ) u® v w®) (u( ), v®) wl )) ‘
[ l
Updated $ Learning
model <>
WV, Policy head —’
’ \ (11, Vv, W) 4+— Played games
< buffer
Sample
+— random state <
Value head
Training labels Neural network Network input —
Pre-generated synthetic
demonstrations

Se basa en AlphaZero
Dos componentes principales:

- Actores (juegan continuamente)

- Aprendiz (actualiza una red neuronal)

O



Introduccién

AlphaTensor

FunSearch y AlphaEvolve

Conclusiones

o



Espacio de Soluciones vs. Espacio de Codigo

Problema: Encuentra 512 vectores en Z§ de manera que no haya tres cuya suma (modulo 3) sea cero



Espacio de Soluciones vs. Espacio de Codigo

Encuentra 512 vectores en Z§ de manera que no haya tres cuya suma (modulo 3) sea cero
3

.
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Espacio de Codigo

io de Soluciones vs.

Espac

Encuentra 512 vectores en Z§ de manera que no haya tres cuya suma (modulo 3) sea cero
3

Problema

int) -> capSet

get_capset(n

=np.int32)

n)),

n// 2)

)/

sum(1 for i in range(1,

%)

dtype
if v[i]

repeat
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reflections

[v for v in V

weight8_points
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if np.count_nonzero(v)

and reflections(v) >
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allowed_su
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weight4_points
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np.count_nonzero(v) == 4
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and reflections(v)
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1

allowed_zeros
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weight5_points

np.count_nonzero(v)

if

0) in
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allowed_zeros

or i in range(n) i
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and reflections(v) <

oints + weight4 points + weight5 _points

weight8
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Espac

Encuentra 512 vectores en Z§ de manera que no haya tres cuya suma (modulo 3) sea cero
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Problema

[10000111][20000111][00110121] [10011201]

[11111111)[21111111][00101021] (010602012

get_capset(n:

int) -> CapSet:

np.int32)

dtype

=n)),
n// 2)

repeat

)/

i in range(1,

(itertools.product(range(

sum(1 for

A\

reflections

de
: The

ta de

IS

co que una mera |

vectores. Estoy aprendiendo algo — por ejemplo, la idea de clasificar en base al numero

asri

s

reflexiones es nueva.”
Power of Mathematical Thinking”

412 WU LU LAY L] UYL 1) 411U VUU) (L1100 0] ULl LLu) [LVYLLL Ly

“El programa encontrado por el LLM es conceptualmente m
Jordan Ellenberg, investigador en el area y autor del bestseller “How Not to be Wrong
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AlphaEvolve
Un agente de cédigo que usa un algoritmo evolutivo para optimizar y descubrir algoritmos

1 class Experiment(experisent.RankExperiment):
“*"Rank tensor op on, Assume sing:

4 def __init__(self, mode, init.rng, config. hypers):
5 self_hypers = hypers
6 super().__init__(modesmode, init_rng=init_rng, configsconfig)

def _get_optimizer(self) -> optax.GradientTransformation:
] “""Returns optimizer =
)

return optax.adam(self.hypers.learning_rate)

def _get_init_fn(self) -» jax.nn.initializers.Initializer:

Returns initializer function.""*"

scale = self.hypers_init_scale

return initializers.normal( + 13 * 8, 1 + 13 * scale, jnp.complex6d)

def _linear_schedule(self, global_step, start: float = 8.8, end: float = 8.9): =
frac = 1 - global_step / self.config.training_steps =
19 return (start - end) * frac + end

efunctools.partial(jax.jit, static.argnums+@)
def _update_func(

3 self,

24 decomposition: tuple[jnp.ndarray, jnp.ndarray, jnp.ndarray),
opt_state: optax.OptState,

. globsl_step: jnp.ndarray,

] rag: jnp.ndarray,

-> tuple(

) tuple(jnp.ndarray, jnp.ndarray, jnp.ndarray],
L] optax.OptState,

31 jnp.ndarray,

A single step of decomposition parameter updates
. # Compute loss and gradients.
35 loss, grads = jax.value_and_grad(

5 lambda decomposition, global_step, rng: jnp.mean(

3 self. _loss_fn(decomposition, global_step, rng)

)

39 )(decomposition, global_step, rng)

9 # When optimizing real-valued functions of complex varisbles, we must take

# the conjugate of the gradient.

grads = jax.tree_util.tree_map(lambda x: x.conj(). grads)

# Gradient updates.

updates, opt_state = self.opt.update(grads, opt_state, decomposition)
on = optax.apply._ on, updates)

return decomposition, opt. loss

44 def _loss_fn(
49 self,

50 decomposition: tupleljnp.ndarray, jnp.ndarray, jnp.ndarray],
51 global_step,

rng: chex.PANGKey,

) -> jnp.ndarra
""“Computes (batched) loss on learned decomposition. ™"
# Compute reconstruction loss.

ve

el el P N

Iteration 1



Ingredientes de AlphaEvolve

ams /0

Evaluadores
s creatividad g verificacion
(generacion de rigurosa

codigo)

Evolucion

~/ mejora iterativa



Ingredientes de AlphaEvolve

Thanks,
Gemini Canvas!

Better

l L)

Metric 2

Metric 1

1] [ ) Iteration: O /\/


https://gemini.google.com/share/bb88b4dbde3d

Implementacion de AlphaEvolve

@ El usuario define el “;qué?”

elige los criterios de evaluacion, proporciona una solucion inicial
y (opcionalmente) aporta conocimiento adicional sobre el problema

Definicion del Solucién
problema mejorada

(D)

— AlphaEvolve encuentra el “;cémo?”

| ! . . i ‘
i | contexto CO? intentos e ideas i ék i
| Muestreo de : anteriores | i

| i !
| | ! |

___prompts  ,
programas para mejorar y propuestas de
actuar de inspiracion programas mejorados
| P
.., programas evaluados, con
N

|

|

| . .

| puntuaciones sobre su calidad
|

|




Ejemplo: Un Problema de Empaquetamiento

Problema: ;Cual es la dimension del hexagono regular mas pequeno que contenga 11 hexagonos regulares de lado unidad?



Ejemplo: Un Problema de Empaquetamiento

Problema: ;Cual es la dimension del hexagono regular mas pequeno que contenga 11 hexagonos regulares de lado unidad?

Estado del arte

s =503 ++v3)/6 =3.943+

Construccion encontrada por
Maurizio Morandi en 2015



Ejemplo: Un Problema de Empaquetamiento

Problema: ;Cual es la dimension del hexagono regular mas pequeno que contenga 11 hexagonos regulares de lado unidad?

Estado del arte AlphaEvolve

s =503 ++v3)/6 =3.943+

—— Outer Hexagon
Bl Inner Hexagons

Construccion encontrada por s = 3.93
Maurizio Morandi en 2015



Resultados en Problemas Matematicos

Aplicamos AlphaEvolve a un conjunto de 50+ problemas matematicos en analisis, geometria y combinatoria

Solucién peor que el
estado del arte

5%

Solucién mejor que
el estado del arte

20%

75%

Solucién igual al
estado del arte



Resultados en Multiplicacion de Matrices

Aplicamos AlphaEvolve para mejorar un algoritmo de descomposicion de tensores (basado en descenso por gradiente)

. lf.hypers. lesrnizg_rate, veight_decayeself hypers.veight_decay
S
at_init_fa(salf) -> jax_mn.initializess.laitializer

**"Returns initializer fusction
- retura imitializers.nermal(0.0. self hypers.init_scale, jup.complexéd)
+ 4 Initialize with a smaller scale o encoursge finding low-rank solutions
+ % Increase scale slightly for betier exploratien
s 1 ST init_scale
+  retura initializers.nermal(d + 1j * 0, scale » 0.2, jnp,complextd)

o Gredient spdetes
wpdates, opt.state = self. opt.update(grads, opt.state, decomposition)
docomposition = oprax.apply.updates (decomposition, updates)

. b with expl

x. ohaps
bg for clipping tarashold

0 4 Sumber of steps per cycle

yelo.1ength

# Normal Frogress within the carrent cycle (0, 1)

X.Te.clipped < -threshold
Ihrasheld  (x.re.clipped + threskold) = O.1
x.Te_clippad

ducomposition = jux_tres stil. tres_sap
axbda xi soft.clip(x, clip.thre.

retura decomposition, opt.state, loss

t _loss.fal
e -91,13 +156,86
*=Computes (batched) less on learned decompesition.
4 Compute Teconstruction 1o
rec.tensor = self._decos,

ition_te_tensor (decomposition) # (8, ¥, W, P}

# Ad moise te the b = (robustaeas).
rag, neise_rng = jaz.razdos.aplit(emg)
target_soire = self 2. target_nois

ol t_tensor_ shape

td o jax.rasdes. normal(

alf terg




Resultados en Multiplicacion de Matrices

Aplicamos AlphaEvolve para mejorar un algoritmo de descomposicion de tensores (basado en descenso por gradiente)

45,14 a0
Lock.

e -as,0
o svoL
det optaz. GradientT

@@ -45,9 +45,14 @@

E 2 # EVOLVE-BLOCK-START
’ 3 def _get_optimizer(self) -> optax.GradientTransformation:
4 """Returns optimizer."""
: 1 dpers dnsscale. o comientt) 5| = return optax.adam(self.hypers.learning_rate)
: ser exploration 6| + return optax.adamw(
: 0+ 13+ 0, scale » 0.2, fopcomplexsd) d self .hypers.learning rate, weight_decay=self.hypers.
* S weight _decay
ZoSase m salC ovt apdxse(Erade, opx,ﬂl-:;é.-mupo-mm 8| +
halp with zp - 9
10 def _get_init_fn(self) -> jax.nn.initializers.Initializer:
x:ah 11 """Returns initializer function."""
12| = return initializers.normal (0.0, self.hypers.init_scale, jnp.
sk =stfan complex64)
. 13| + # Initialize with a smaller scale to encourage finding low-rank
solutions.
PERNL{RSIFETRR s X SNARS Y 14| + # Increase scale slightly for better exploration.
15| + scale = self.hypers.init_scale
16| + return initializers.normal(0 + 1j * 0, scale * 0.2, jnp.complex64)

def soft_clip(s, thraskold)
. ing the real aad lmaginary parts separataly

x.re - thrasheld)  0.%, x.re

(x_im - thrasheld) * 0.1, =_im

- jux_tree_uril.e
sott_clip(x

retura decomposition, opt.state, loss

ched) 1ess on learned decompesition.®*
5s

r(doconposition) ® (B, W, M, P}

td o jax.rasdes. normal(



Resultados en Multiplicacion de Matrices

Aplicamos AlphaEvolve para mejorar un algoritmo de descomposicion de tensores (basado en descenso por gradiente)

1/ @@ -91,13 +156,86 @@

2 """Computes (batched) loss on learned decomposition."""
3

4

anlt. b Learni . weight_ 5, veight_decay

# Compute reconstruction loss.
rec_tensor = self._decomposition_to_tensor(decomposition) # (B, N

init_fa(sel) -> jax.ma.initializess.laitializer:

S it et aie: 0Lk 42
: inding Tov-rask solutions o
3 6| + # Discretization loss (encourage entries to be multiples of 1/2 or
w 566 a8 integer).
¢ spdstes 7+ def dist_to_half_ints(x):

opt_state

9| +
10| + def dist_to_ints(x):
T ol
4 12| + discretization_loss = 0.0
= 13| + for factor in decomposition:
% 14| + discretization_loss += jnp.mean(dist_to_half_ints(factor))
e it 15| + discretization_loss += jnp.mean(dist_to_ints(factor))
16| +
7] + discretization_loss /= (
sele 18| + len(decomposition) * 2
) A ek ¥ MecHniaRoA veETome! ki shel wmrvunt excle’ (34100 4 : ) # average across all factors and loss components
20
el sanet o e 21| + discretization_weight = self._linear_schedule(
clip threstold_au 22| + global_step, start=0.0, end=self.hypers.discretization_weight
23| + )
dat thrashora) 24| +
S el 25| + # Cosine annealing for half-integer loss.
:i: ;l:;.,:' Jop. vher 26| + cycle_length = self.config.training _steps // 4 # Number of steps
3 TS threanot {x.re - thArasbold) * 0.1, x.re per cycle
: 27| + cycle_progress = (
: + thresrola) + 0.1 28| + global _step % cycle_length
: 29| + ) / cycle_length # Normalized progress within the current cycle
fo, 1)
o e e 30| + half_int_multiplier = (1 + jnp.cos(jnp.pi * cycle_progress)) / 2
. 31| + half_int_multiplier = (
S it 22 + 1 - self.hypers.half_int_start
33| + ) * half_int_multiplier + self.hypers.half_int_start
24| +
s o7 oressio iy, Slis vhtesneaaFs) dxsevpeaTsin 35| + total_loss = (
’ 36| + rec_loss
HAAHT LSS L R 37| + + discretization_weight * discretization_loss *
half_int_multiplier
38| + )

r(doconposition) ® (B, W, M, P}



Resultados en Multiplicacion de Matrices

Aplicamos AlphaEvolve para mejorar un algoritmo de descomposicion de tensores (basado en descenso por gradiente)

3 > optas.
imizer.tot
Caslf . hypars. learning_rate}

@@ -117,6 +255,18 @@

return hyper.zipit ([
hyper.uniform('init_scale', hyper.interval(0.2, 1.5)),
hyper.uniform('learning_rate', hyper.interval(0.05, 0.3)),
hyper .uniform('init_scale', hyper.interval(0.1, 1.0)),
hyper.uniform('learning_rate', hyper.interval(0.01, 0.2)),
hyper .uniform('discretization_weight', hyper.interval (0.0, 0.1))

izg_rate, veight_ 5 veight_decay

X . 10p. complexed)
inding lov-rank solusions.

ype; 10
ai31a1izers.nermal(0 + 11 + 0, scale = 0.2, fnp. complexed)

NGO U s W N

2 it o |

ate, deconposition)

hyper.uniform('hallucination_prob', hyper.interval(0.0, 0.2)),
hyper.uniform('hallucination_scale', hyper.interval(0.0, 0.2))
hyper.uniform('noise_std', hyper.interval(0.0, 0.01)),
hyper.uniform('target_noise_std', hyper.interval(0.0, 0.01)),
hyper.uniform('weight_decay', hyper.interval(0.00001, 0.001)),
hyper.uniform('clip _min', hyper.interval(0.0, 0.5)),
hyper .uniform('clip_max', hyper.interval(1.0, 3.0)),
hyper .uniform('large_value_penalty_weight', hyper.interval(0.0,

0.01)),

# Add noise to the gradient to aid in exploration.
hyper.uniform('grad_noise_std', hyper.interval(0.0, 0.001)),

18| + hyper .uniform('half_int_start', hyper.interval(0.0, 1.0)),

19 1

20/ # EVOLVE-BLOCK-END

+ 4+ 4+

# Cyclical aamealing for clipping thrashold

S o
+ +

x.Te.c11pped = fnp.where(
T.re > thresRold, shrasheld + {x.re - thrasheld) * 0.%, x.re

pped =

+ thresxold) = 0.1



Resultados en Multiplicacion de Matrices

Aplicamos AlphaEvolve para mejorar un algoritmo de descomposicion de tensores (basado en descenso por gradiente)

(m,n, p) ;Pg&; AlphaEvolve  {(m,n, p) ;rifl; AlphaEvolve  (m,n, p) ;:ﬂ; AlphaEvolve
2,2,2)  71[95] 7 (2,3,6) 30 [93] 30 (3,4,4) 38[93] 38
2,2,3) 11 [93] 11 2,3,7)  35[93] 35 (3,4,5) 47 [26] 47
2,2,4) 14 [93] 14 (2,3,8) 40 [93] 40 (3,4,6) 56 [48] 54
(2,2,5) 18 [93] 18 (2,3,9) 45 [93] 45 (3,4,7) 66 [91] 63
(2,2,6) 21 [93] 21 (2,3,10) 50 [93] 50 (3,4,8) 75 [91] 74
2,2,7) 25 [93] 25 (2,4,4) 26 [93] 26 (3,5,5) 58 [91] 58
(2,2,8) 28 [93] 28 (2,4,5)  33[42] 32 (3,5,6) 70 [48] 68
(2,2,9) 32 [93] 32 (2,4,6) 39 [93] 39 (3,5,7) 82[91] 80
(2,2,10) 35 [93] 35 (2,4,7) 46 [93] 45 (4,4,4) 49 [95] 48
(2,2,11) 39 [93] 39 (2,4,8) 52 [93] 51 (4,4,5) 62 [47] 61
(2,2,12) 42 [93] 42 (2,5,5) 40 [93] 40 (4,4,6) 73 [48] 73
(2,2,13) 46 [93] 46 (2,5, 6) 48 [93] 47 (4,4,7) 87193, 95] 85
(2,2,14) 49 [93] 49 3,3,3) 23[52] 23 (4,4,8) 98 [95] 96
(2,2,15) 53 [93] 53 (3,3,4) 29 [93] 29 (4,4,9) 104 [92] 108
(2,2,16) 56 [93] 56 (3,3,5) 36 [93] 36 (4,5,5) 76 [26] 76
(2,3,3) 15 [93] 15 (3,3,6) 40 [93] 40 (4,5,6) 93 [48] 90
(2,3,4) 20 [93] 20 (3,3,7) 49 [93] 49 (5,5,5) 93 [72] 93

(2,3,5) 25 [93] 25 3,3,8) 55 [93] 55 (6,6,6) 153 [72] 156
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Mejorando el Ecosistema de Computacion de Google

Usamos AlphaEvolve para mejorar algoritmos que ya estan en producciéon dentro de Alphabet

Optimizar centros de datos
Distribucion de tareas en Borg

0.7%

recursos recu perados

Optimizar hardware
Diseio de circuitos en TPUs

23%

aceleracion en el kernel de
multiplicacion de matrices

S
J\/\J <@ | \/‘/\_/
\ ‘\ \/. /
<K
Ve,
%%
Ce®

/

Optimizar software
Entrenamiento de Gemini

(o)
1%
aceleracion
end-to-end



;Cuando Usar AlphaEvolve?

e Cadigo. El algoritmo a mejorar debe estar expresado en forma de cédigo

e Evaluacion. AlphaEvolve requiere una manera automatica de medir la calidad (“score”) de una solucion dada
o Laevaluacion no debe ser demasiado lenta, o si lo es, debe de ser paralelizable

e Experiencia humana. Requiere conocimientos de programacion
o  Configuracion inicial, definicion del problema, desarrollo iterativo, etc.

e Computacion. AlphaEvolve es an sistema distribuido que puede ser computacionalmente costoso
o  Generacion de soluciones mediante LLMs + Evaluacion automéatica



Introduccién

AlphaTensor

FunSearch y AlphaEvolve

Conclusiones

o



Conclusiones

e Descubrir algoritmos es una tarea compleja

e LalA puede ayudar a progresar e incluso encontrar soluciones que van mas alla de las capacidades
humanas

e Metodos mas generales pueden funcionar mejor que meétodos especializados



Maneras de Afrontar Problemas

Buscar la solucion directamente
(dame una lista de vectores)

Buscar una funcién que construya la solucién directamente
| (dame una funcién que genere una lista de vectores)

Buscar un algoritmo de busqueda que encuentre la solucién
(dame un algoritmo que busque una lista de vectores)




Limitaciones y Futuras lineas de investigacion

e Laevaluacion automatica no esta siempre disponible (por ejemplo, en ciencias naturales)

e La evaluacidon automatica, aunque sea posible, puede ser costosa

e  Seguir mejorando los componentes de AlphaEvolve
e  Combinar con otras herramientas de |A (por ejemplo, Co-Scientist)

e Explorar mas problemas!



